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Chapitre 7
Séries entiéres

Exercice 1 : On note R le rayon de convergence de la série entiere S étudiée.
(i) Pour z € C*, on a

|unt1] _ (n+1)%3"

_ (n+1)?
B e )

3n?

Ligy)

2|

]un| n—+00 ?

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

e Si /<1, cequiéquivaut a |z| < 3, alors S converge absolument.
e Si /> 1, ce qui équivaut a |z| > 3, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 3.

Pour z € C*, on a
—(n+1)?2
e () _ —2n—1

= =e
e’

lz| — 0=1¢.

n—+o0o
Pour tout z € C*, on a £ < 1, donc la série .S converge absolument. On
conclut que R = +o0.

(iii)

Pour z € C*, on a

lunt1|  In(n+1) n?

~ (n+1)2 In(n)

27— [P =2

|Un| n—-+oo

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

e Si ¢ <1, ce qui équivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si /> 1, ce qui équivaut a |z| > 1, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 1.

Pour z € C*, on a

1"+t p) "
S oA SO Rt
(n+1)! n» n

(iv)

— e|z]P =10
n——+00

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

(vii)

(viii)

1/10

e Sil <1, cequiéquivaut a |z| < e~1/3 alors S converge absolument.
e Si/>1,cequiéquivaut a |z| > e~'/3, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = e~ 1/3,

Pour z € C*, on a

1)!
it _ DY 1))sl — oo =,
|un| n—-+oo

n!

Pour tout z € C*, on a ¢ > 1, donc la série S diverge grossiérement. On
conclut que R = 0.

Pour z € C*, on a

[unt1] _ (2n+2) (20 *1‘2‘4:(2n+2)(2n+1)‘z‘4
[t | n+1 n (n+1)2

— 4zt =2
n—-+0o
On en déduit avec la régle de d’Alembert :
e Si /<1, ce qui équivaut a |z| < 2-1/2 alors S converge absolument.
e Sif>1, ce qui équivaut a |z| > 272 alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 271/2,

Pour z € C*, on a

4+ (n+1)2
V4 +n?

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

e Si /¢ <1, ce quiéquivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si /> 1, ce qui équivaut a |z| > 1, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 1.

[t | |2 + in]| '

|
‘Z| - n—-+0o00

Pour z € C*, on a
|tnt1] _ In+ 1414 |2+ in| ] — o] =2
[t 24+in+1)| [n+i  notoo '

On en déduit avec la régle de d’Alembert :
e Si /<1, cequiéquivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
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e Si ¢ >1, ce qui équivaut a |z| > 1, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 1.

Pour z € C*, on a

’un-i-l’ _ ‘1+i’n+1 n2" | ’3

— Py \/in |Z|3 |z’3 —
[t (n+1)27+L |1 +4|»

(n+1)2 Nl

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

e Sif <1, cequiéquivaut a |z| < 2/, alors S converge absolument.
e Si¢>1,ce qui équivaut a |z| > 21/, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 21/6.

Pour z € C*, on a

tnt1]  (3n+3)! (n))3

- 8 2P = (3n+3)(3n+2)(3n + 1)
[t ((n+1)H3 (3n)!

(n+1)?

— 27|22 =1
n—4o00

|

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

e Sil <1, cequiéquivaut a |z| < 1/3, alors S converge absolument.
e Si /> 1, ce qui équivaut a |z| > 1/3, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R =1/3.

Pour z € C*, on a

lunt1|  (Bn+3)! (n!)? o] = Bn+3)(3n+2)(3n+1) o[
lun| — ((n+1)NH3 )" (n+1)3
Nl 27|23 = ¢.

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

e Si /<1, cequiéquivaut a |z| < 1/3, alors S converge absolument.
e Si{>1, ce qui équivaut a |z| > 1/3, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R =1/3.

(xii) Pour z € C*, on a

(ni1)? 0 si |zl<1
[nsa] _ 2] —— =" — = 1 st fz[=1
|t Ed nheo +oo si |z >1

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

e Si /<1, ce qui équivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si ¢ >1, ce qui équivaut a |z| > 1, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 1.

(xiii) Pour z € C*, on a

(nt1) 0 si Jzl<1
|Un+1] _ || = |Z’nn' s 4= 1 si|z|=1
|tn | || oo +oo si |z >1

On en déduit avec la régle de d’Alembert :

e Si /<1, cequiéquivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si ¢ > 1, ce qui équivaut a |z| > 1, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 1.

Exercice 2 : Notons a, = n{=1" et R le rayon de convergence de la série
entiére que 'on étudie. On a ’encadrement
|z["

0 < — < aplz|" < njz|™
n

Vn € N¥,

De plus, on remarque avec la régle de d’Alembert que les séries entiéres Z x"/n
et Z nz" ont pour rayon de convergence 1.
e Si |z| > 1, alors la série Z |z|™ /n diverge, donc Zanm" diverge par
comparaison. Ainsi R < 1.
e Si|z| < 1, alors la série an” converge, donc Zanmn converge par
comparaison. Ainsi R > 1.
On conclut que R = 1.
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Exercice 3 : Pour z € R*, on a

sin(z) 183 gl X, arm
flz) = . =$nz_;)(— ) (2n+1)!:7§<_1) Gnr 1)

De plus, I’égalité précédente reste valable pour x = 0. Comme f s’écrit sous la
forme d’une série entiére, on en déduit d’aprés le cours que f est € sur R.

Exercice 4 : Pour z € R*, on a

+o0 +oo -1 +oo n
ef—1 1 x™ x™ x
/(@) x x (Z n! ) Z n! Z (n+1)!

On prolonge f a R en posant f(0) = 1. L’égalité précédente reste valable pour
x = 0. Comme f s’écrit sous la forme d’une série entiére, on en déduit d’aprés
le cours que f est € sur R.

Exercice 5 :

(i) Par définition, pour tout x € R, on a
00 s
1
a® = =@ = Z ln"(a)ﬁ.
n=0

L’expression précédente étant valable pour tout x € R, le rayon de conver-
gence de cette série entiére est +oo.

(ii) Pour tout z € R, on a

—+00 +oo
a+x a x a ‘Tn a‘rn
(& =e€e e =e€ E 7' = E € 7'
n. n.

n=0 n=0

L’expression précédente étant valable pour tout x € R, le rayon de conver-
gence de cette série entiére est +o0.

(iii) Pour tout = €] —a,al, on a

+oo n
In(a + z) =In(a) + In (1 + 2) = In(a) + Z ﬂx"
n=1

na™

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est a.

(iv) Pour tout x €] — a,a[, on a

11 11 Eif;n” __fif "
a—x a 1—(z/a) a = an _nzlanﬂ’

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est a.

Exercice 6 : On note f la fonction que I'on souhaite développer en série

entiére.

(i) Pour z € R, on a f(x) = e® cos(x) = Re(e'+)7), donc

+oo AN T 120 5n
f(xz) =Re (Z (i +nl‘) ac ) = Z 271/'2 cos (%) x".
n=0 ’ n=0 ’

L’égalité étant valable pour tout x € R, le rayon de convergence est +oo.

(ii) Pour x € R, on a

1 13X (—1)n il R (=),
flx) = §Sm(2x) = 2;)(2231)!(2@2 +1_ HZZO((Qnil)!xQ +1

L’égalité étant valable pour tout x € R, le rayon de convergence est +oc.
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(iii) Pour tout = € R, en linéarisant sin®, on a

f(z) = sin®(z) = §sin(aﬁ) - %sin(?)x)

4
33T Ly 2 LS (B
4 (2n+1)! 44 (2n + 1)!

B Jf(—l)" § - 32n+1 g2+l
= 4 4 ) (@2n+1)"
L’égalité étant valable pour tout « € R, le rayon de convergence est +oo.
(iv) Pour z €] — 1,1], on peut écrire
fx)=In(z* =32 +2) =In((2—2)(1 —2)) =In(2 —z) +In(1 — z)

:ln(2)+ln(1—g) +1In(1—2x)

X X g
=ln(2) =) o=
n=1 n=1
+oo
1 z™
=In(2) - ) (271 + 1) —.
n=1

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est 1.

(v) Pour z €] —1,1[, on a

1 +oo +oo +oo
flx)=0+2z)- —(1+x)2x”=2x”+2x”“.
n=0 n=0 n=0

1—x

En effectuant un changement d’indice k = n + 1 dans la seconde somme
et en sortant le premier terme dans la premiére somme, on obtient

+0o0
flx)=1+ ZQCL’".
n=1

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est 1.

(vi) On remarque que pour z €] — 2,2[, on a

fo) = 1 ! 111 1
VT @)@ +3) z+2 z+3 2 1+(2/2) 3 1+ (2/3)
S SRR
24 P 3n

+oo
1 1
= Z(_l)n <2n+1 - 3n+1> "
n=0

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est 2.

(vii) Pour tout x €] — 1,1, on a

(@) 1+ V1i+«x 14z
) = . = .
l—-z 1+2 V1= 22

De plus, on a

112 _ (1 . x2)—1/2
vi—Xx

S (G) G ()

+oo
1-3---(2n—1) o,
:1+Zl ] .
n—

Or, on a
(2n)!

(2n)!
2n —1) = =
=1 =536 = 2
donc en substituant dans ’expression précédente, on obtient
+oo “+o0o
1 1 /2n 1 /2n
=1 . 2n _ - 2n'
V122 +nz4n<n>x ZM(n)x

=1 n=0

1-3--.
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Finalement, on a

+o0

1 1 /2n
- :Z4n<n>(x2n+$2n+l).
n=0

— 22

flz)=(0+z)-

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette

série entiere est 1.
(viii) Pour z €] — 1,1], on peut écrire

1— 23

f(x)=In(z*+z+1) :ln<

+oon

> =1In(1 —23) —In(1 — )

1—=x

+00
=
7”

+00 3n

:_Zi

ou la suite (a,) est définie par

1
an =19 _o

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiére est 1.

si n n’est pas un multiple de 3
si n est un multiple de 3

Exercice 7 :

1. Remarquons que j2 = 1. On distingue trois cas.
e Sin=3pavec p €N, alors

L+ =147 + % =1+1+1=3,

e Sin=3p+1 avec p € N, alors

153
L 457 =14+ 4 = 142 = ——L =0,
—J
e Sin=23p+2avec p €N, alors
| 2 3p+2 | 3p+d o . 1-7°
T4+" 4+ =1+ P 4P =14 +j:1_j = 0.

Finalement, on a montré que

&

2. D’aprés le cours et la question précédente, on a

si n est un multiple de 3

-n, 2n
1+57+77 = sinon

; 2 = o LT X 320
Tt T =) (14" 45 =
cTe ° r;)( T )n! nz:%(?m)!

qui est valable pour tout z € R.

3. En prenant x = 1 dans la relation précédente, on en déduit que

+oo . 2
1 1+e +e 1

Z —rere o e+ 2e Y2 cos @ .

o (3n)! 3 3 2

. . 2 - Z . M
Exercice 8 : La fonction f : ¢+ e’ se développe en série entiére

+00 9p

t
vVt € R, etQZE —
n!

n=0

Comme [0, 1] est inclus dans U'intervalle ouvert de convergence | — oo, 00| de
la série entiére, on peut appliquer le théoréme d’intégration terme & terme

1 100 752n ) 1

Exercice 9 :

1. La fonction f: ¢+ 1/(1+t2) se développe en série entiére

—+00

1
Viel—1.1 = —1)"2n,
€] -1,1], e 2;%( )
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Soit « €] — 1, 1[. Comme [0, z] est inclus dans I'intervalle ouvert de conver-
gence |—1, 1] de la série entiére, on peut appliquer le théoréme d’intégration

terme a terme

x+“> too T
Arctan(z) —/ / VAndt = (—1)"/ t2ndt
o 1+12 7;) 0
too 220+l
N Z 2n @2n+1)

2. D’aprés le cours, le coeflicient d’indice n dans le développement en série

entiére de Arctan est Arctan™ (0)/n!. On en déduit que
VpeN, Arctan®(0) =0 et Arctan®V(0) = (—1)?(2p)!.

Exercice 10 :

1. Soit x €] — 1,1[. D’aprés le cours, on a

11— S=(-a)7
ENE) () ()
_1+Zl 3. 2n2?—1) .

orone s (2n)  (2n)
SO D) =5 e T

donc en substituant dans ’expression précédente, on obtient

RSN AWIRCS NE AW
%— +Z4n< ) _nZ:()M(n)x

D’apreés le cours, le rayon de convergence de cette série entiére est 1.

2. La fonction f : ¢+ 1/4/1 —t? se développe en série entiére
1 =1

2n om
=3 ()
n=0

Soit x €] —1,1[. Comme [0, x] est inclus dans l'intervalle ouvert de conver-
gence | —1, 1] de la série entiére, on peut appliquer le théoréme d’intégration
terme a terme

Vit el —1,1],

T gt z I X1 20\
Arcsin(z) = / - = < )tQ”dt ( > / 2t
( ) 0 Nfr:?j j{:4ﬁ 2;%4n n 0
Jff m p2ntl
- Ly @2n+1)

Comme une série entiére et sa dérivée ont le méme rayon de convergence,
le rayon de convergence de la série entiére ci-dessus est 1.

3. On peut remplacer x par 1/2 €] — 1, 1] dans l’expression précédente. On

obtient
T i‘) 1 (2n 1
6 ~4n\n )22 (20 + 1)
On obtient le résultat en multipliant 1’égalité précédente par 6.

Exercice 11 :
1. Pour tout n € N* on a

3
3

1< H,= < 1=n.

k=1 k=1

| =

2. On déduit de la question précédente l'inégalité

Yn e N*,  0< |z|” < Hylz|" < n|z|™.

Les séries entiéres g x" et E nz" ont pour rayon de convergence 1.
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e Si |z| > 1, alors la série ZM" diverge, donc ZHn|x]” diverge par
comparaison. Ainsi R < 1

e Si|z| <1, alors la série Zn!x\" converge, donc Z H,|z|" converge par
comparaison. Ainsi R > 1

On conclut que R = 1.

3. Pour z €] — 1,1[, on a
+o0o +o0 +0oo

(1—2)S(x) = Z Hpz™ — ZH”“TTLH = Z Hpz"
n=1 n=1 n=1

+oo x
:x+Z(anHn,1)x”:x+Z?
n=2
_Zi

—+00
— E Hn_lx”
n=2

—1In(1 — x).

4. Pour tout x €] — 1,1[, on en déduit que

In(1 —x)
Ve el -1,1 S(r)=——=.
|- 11, S() =~
Exercice 12 :
1. On a l'inégalité
sin(nf)x" |z|™
< ' <
n! n!
="
Or Z— est la série entiére de la fonction exponentielle, donc elle
sin(nf
converge pour tout x € R. On en déduit que la série Z M]w\”
n!
converge par comparaison pour tout x € R, donc le rayon de convergence

de S est +oo.

2. En utilisant la formule de d’Euler, on a

1 +2’° eim?l,n "‘ZOO e—z’nexn
21 n! n!

n=0 n=0

S(z) =

=5 (exp (ze?) + exp(ze” w))
=Im (ex )
=exp (z cos( )) sin (z sin(h)) .

Exercice 13 : On note f(z) la série entiére étudiée et R son rayon de conver-
gence.

(i) Avec la régle de d’Alembert, on a R = 400, donc on calcule f sur R. On a

+o0  n

flz) = Z —z" — Z - rexp'(z) — exp(x) =

. (x — 1) exp(x).

n=0 n=0

(ii) Avec la regle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur | — 1,1].
Pour z €] —1,1] non nul, on a

“+o00

()

n+1

Zn—i—l

fle)y=>" Zx

n—=

On conclut que

x .
Ve el - 1,1, f(z)= B T siz 70

2 sinon

(iii) Avec la régle de d’Alembert, on a R = 400, donc on calcule f sur R. On a

“+o00

f(x)zl—z_izl—exp

n=0
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(iv) Avec la régle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur | — 1,1]. on obtient
La dérivée de la fonction g : x +— zf(x) est
13X on 1IxX 2n 1 X p2nt2 13X on
=Y = _Lr oty 52; 1_2§%%+1_2§%%ﬂﬂ_2§%%+1
= 17x2 2\1—-z 14z = n= n== n=
1 r? -1 2"
Comme ¢(0) = 0, on en déduit que R Z:o 2n+1
n—
—In(1 — In(1 1 1
g(x) = ( x);— n(1+2) =3 In <1 + :c) En reprenant le résultat de (iv), on conclut que
-z
. 1 22—-1. (1+z
puis avec g(z) = xf(z), on conclut que _= i
)= eft) veel -1, f@)={ 2" 1“(1_95) SeAo
1 1+ . -1 sinon
1
vrel- 11 fl)={ 2 n(l—x) s Ao
1 sinon (vii) Avec la régle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur | — 1,1].
En notant
(v) Avec la régle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur | — 1,1][. 1 n
Ja ‘ Sw= =Y
En dérivant sur | — 1,1[ la relation ot
on a
=S =
fl@)=> n(n-1)a"+ an = 228" (z) + 25/ (z).
n=0 n=0
on obtient que 1 . On conclut que
- 222 x
I (_1)n+1an 1' _ ‘
X7 2 1O ==t a—ap
On en déduit en posant X = z* et en multipliant par z* que (viii) Avec la regle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur | —1,1].
23 En notant )
f(x):m- S(l’)zl_m:Zx”,
n=0
(vi) Avec la régle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur | — 1,1]. on a pour z non nul
En écrivant
+0o0
1 1/ 1 1 o o 2In(1 — )
vneN — - = _ flz)y=>» (n—1x ——1+$S($)—7.
s 2<my—1 2n+1>’ ;% @
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On conclut que

z? 2In(1 — x)
(1—2)? x
1 sinon

—1+ siz#0

Ve e| - 1,1, f(z)=

(ix) Avec la régle de d’Alembert, on a R = +00, donc on calcule f sur R. En
écrivant

vneN, nP=nn—-1)(n-2)+3n(n-1)+n

on obtient

f(x) = 2 exp”(z) + 32% exp”(z) + zexp/(z) = (2° + 32° + ) exp().

Exercice 14 :

1. En effectuant le changement de variable ¢ = —u dans 'intégrale définissant
f(z), on trouve que f(—z) = —f(z), donc f est impaire.

2. Ona 0 )
f(0) = exp(O)/ exp (—1;) dt =1x0=0.
0

x
D’autre part, la fonction z — exp (— — t2/2) dt est une primitive de la

fonction t +— exp (—t2/2). Ainsi, la fonction f est un produit de fonction
dérivable, donc elle est dérivable et on a

2 T 2 2 2
oo (5) [ on () om (5) o)

=uzf(x)+ 1.

3. D’apreés le cours la fonction h est dérivable et sa dérivée est donnée par

“+oo

B (z) = Z(Qn + Dayz®

n=0

9,/10

En substituant dans (E), on obtient ainsi

+o0 oo
Z(Qn + 1apz®" =z (Z anx2”+1> +1

n=0 n=0

“+00

@Z 2n 4 1)a,z*" (Za x2”+2>+1
n=0

<:>Z (2n+1) an:n <Zan 1:E )

n=0

Par unicité du développement en série entiére, cette égalité équivaut a 1’éga-
lité des coefficients, d’ou

ap=1 et YneN*" (2n+ 1)a, = an—_1.

On montre par récurrence pour tout n € N la propriété

1 2™l
2n+1)-2n—1)---3---1  (2n+ 1)

P, ay =

290!
e Initialisation : Pour n=0,onaay=1= BT

e Heérédité : Soit n € N tel que la propriété &, est vraie. Alors, on a

1 1 2"n| 2"n'(2n +2)
ot 3™ T 3 @2nt 1) (2n+3)
2 (n+ 1) 2T (n 4 1)
2n+3)!  (2(n+1)+1)

donc la propriété &,11 est vraie. On conclut que la propriété &2, est
vraie pour tout n € N.
Finalement, on vérifie que la série entiére obtenue est convergente. On ap-
plique la régle de d’Alembert. Pour x € R*, on a

|an+1az2("+1)+1|

|22t |

An+1 1
+x2 2

=/
an 2n—|—3 0

—
n—-+o00
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La série converge si £ < 1 et diverge si £ > 1. Dans ce cas, on a toujours
¢ < 1, donc la série converge pour tout € R, donc le rayon de convergence
est +o0.

4. D’aprés la question précédente, la fonction

[N Z 2"nl onpa
tx —
!
= (2n+1)!

est définie sur R, est solution de (E) et vérifie h(0) = 1. Or la fonction f
est aussi solution de (F) et vérifie aussi f(0) = 1, donc par unicité de la
solution d’un probléme de Cauchy, on a f = h.
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